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Abstract 
Purpose: Given the complexity of performance criteria and the diversity of input and output data in decision-making units, 
traditional methods of mutual evaluation in Data Envelopment Analysis (DEA) are not able to provide a unique solution in 
some cases. This research aims to introduce a new strategy for assessing mutual efficiency by focusing on prioritizing weights 
that increase the accuracy and interpretability of performance evaluation. 

Methodology:  In this research, using the principles of DEA, a prioritization rule has been developed to determine input 
and output weights. This rule is adjusted based on the statistical and structural characteristics of the data and is applied in the 
form of a new mathematical model in DEA mutual evaluation. Also, theoretical analyses and graphical methods have been 
used to verify the accuracy of the model. 

Findings: The results of the model implementation show that the proposed strategy has been able to provide a unique 
optimal solution for cross-evaluation while the positive features of traditional methods have been preserved. This model has 
higher stability and interpretability compared to common approaches. 

Originality/Value: The main innovation of this research is in introducing a weight prioritization framework to solve the 
non-uniqueness problem in DEA cross-evaluation. This strategy can be used not only as a standalone solution but also as an 
effective complement to existing methods and helps to improve the quality of efficiency analysis. 

Keywords: Data envelopment analysis, Prioritization, Weights, Efficiency, New strategy. 
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 مقدمه   - 1

DEA    یهانهیگسترده در زم  طوربه و    شودمیشناخته    ییکارا  یابی ارز  یبرا  موثر  یعنوان روش شد، به  شنهادیپ  [1]در ابتدا توسط چارنز و همکاران  که 
هستند   DEA  یاصل  یهانقص از    فیضع   صیتشخ  ییو توانا  شده زده  ن یتخم  ازحدبیش   ییکارا  ،حالبا این.   [2]رد یگیقرار م  مورداستفادهمختلف  

و    یابی را از منظر خودارز ییها است که کارانقص نیحل ا یبرا یمتقاطع ابزار اصل ییهستند. روش کارا هاوزن میدر تنظ یریپذاز انعطاف یکه ناش 
 یی کارا  کرد ی رو  ،یقو  صیتشخ  ییو توانا  ی ابی جامع ارز  دگاهی د  دلیلبه .  کند می   یابی ، ارزDEA  کرد ی در رو  یاب یخودارز  صرفا  یجاهمتا، به   یابی ارز

 

1 Decision Making Units (DMUs) 2 Data Envelopment Analysis (DEA) 
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 پژوهشی   نوع مقاله: 

  بندی ت ی بر اولو   ی ها مبتن داده   ی پوشش   ل ی متقابل تحل   یی کارا   ی اب ی ارز   ی برا   ن ی نو   ی استراتژ   ی معرف 

 ها وزن 
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 کیده چ
های سنتی ارزیابی متقابل  ، روش 1گیریهای ورودی و خروجی در واحدهای تصمیم با توجه به پیچیدگی معیارهای عملکرد و تنوع در داده   :هدف 

حل یکتا نیستند. هدف این پژوهش معرفی یک استراتژی نوین برای ارزیابی کارایی متقابل    ه راهیدر برخی موارد قادر به ارا 2هادر تحلیل پوششی داده 
 . ها است که دقت و تفسیرپذیری ارزیابی عملکرد را افزایش دهد بندی وزن با تمرکز بر اولویت 

های ورودی و خروجی تدوین شده دهی برای تعیین وزن ، یک قاعده اولویتDEAگیری از اصول  در این پژوهش با بهره   :شناسی پژوهشروش 
اعمال  DEA شود و در قالب یک مدل ریاضی جدید در ارزیابی متقابلها تنظیم میهای آماری و ساختاری دادهاست. این قاعده بر اساس ویژگی 

 . های گرافیکی بهره گرفته شده است های نظری و روش گردد. همچنین، برای بررسی صحت مدل، از تحلیلمی

ه دهد، در یحل بهینه یکتا برای ارزیابی متقابل ارا  دهد که استراتژی پیشنهادی توانسته است راهسازی مدل نشان می نتایج حاصل از پیاده   :ها یافته
اند. این مدل در مقایسه با رویکردهای رایج از پایداری و تفسیرپذیری بالاتری برخوردار های سنتی نیز حفظ شدههای مثبت روش حالی که ویژگی

 . است

له عدم یکتایی در ارزیابی  اها برای حل مسبندی وزننوآوری اصلی این پژوهش در معرفی یک چارچوب اولویت  :اصالت/ارزش افزوده علمی 
های موجود نیز قابل استفاده است و به  ثر برای روش وعنوان مکملی م عنوان یک راهکار مستقل، بلکه بهتنها بهاست. این استراتژی، نه DEA متقابل

 . کندبهبود کیفیت تحلیل کارایی کمک می 

 . ن ینو یاستراتژ ،یی، کاراهاوزن  ،یبندتیها، اولوداده یپوشش لیتحل :ها کلیدواژه 
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 و کاربرد   ل ی تحل   ، ی : مدلساز ت ی ر ی مد 
 (1403،  )2، شماره 1دوره 

 91-104صفحه:
 

 در  شرو یپ  یریگو جهت  یرا به خود جلب کرده و به بخش مهم  یاتوجه گسترده  [3]آن توسط سکستون و همکاران    شنهادیاز زمان پ  DEAمتقابل  
 .[4]، [2] شده است لیتبد DEA هی نظر

  ی متقابل است. از زمان معرف   یابی ارز  یمتقاطع عمدتا بر دو جنبه متمرکز است. جنبه اول، مطالعه استراتژ   ییموجود در مورد روش کارا  قاتیتحق 
کارا کل  یکیمتقاطع،    ییروش  به راه   یکتایی  عدمآن    ینظر  یدیاز مشکلات  ز  نهیحل  که    هایو خروج  های ورود  یهاممکن است وزن   رای است، 

  یورود  یوزن   یهابیاز ترک   یادی عمل کنند، تعداد ز  DMUs  ریسا  یابی ارز  یبرا  یاریعنوان مع به   نیکنند، همچن  نهیرا به   یابیخودارز  ییکارا  توانندمی
نه متعدد  یبه   یهاحلحل مشکلات راه   یبرا  موثر  یراه  ه،ی ثانو  یسازنهیبه  ک یاشاره کردند که ساخت    [5]دیل و گرین  وجود داشته باشد.    یو خروج

را توسعه دادند. پس از   یو تهاجم  رخواهانهیخ  یهایمتقاطع، شامل استراتژ   یابی ارز  ک یکلاس   یهایسپس استراتژ   ،متقاطع است  ییدر روش کارا
  شتعادل ن  جهیرا توسعه داده و ثابت کردند که نت  یمتقابل باز  یابی ارز  یاستراتژ  [7]همکاران  لیانگ و  .  [6]حوزه انجام شد    نیدر ا  یادیآن مطالعات ز

 . کندمیرا محقق 

چین   و  خنث  یابی ارز  یاستراتژ  [8]وانگ  برا  یمتقابل  پ  DMU  هر  ی برا  نهیبه   یهاوزن   ن ییتع   ی را  خودشان  منظر  علاوه   شنهادیاز  اکردند.   نیبر 
 کننده فی تعر   ی، استراتژ [12]  یزن چانه   ی، استراتژ[11]  اندازچشم   هی نظر  ی، استراتژ[10]  یگروه  یابی ارز  ی، استراتژ [9]  بهبود پارتو  یهایاستراتژ

متقاطع    ییکارا  ع یمطالعه شده است. جنبه دوم، تمرکز بر تجم  نه یزم  نیموارد در ا  گری و د  [14]  ی خوشحال- یمانیپش  ی، استراتژ[13]  هاابر صفحه   یقو
  های تی اولو  تنهاروش نه   ن یا  حالبا این .  شودمیاستفاده    ییکارا  عیتجم  یبرا  یجمع   ن یانگ یروش م   ک یاز    ، یمتقاطع سنت  ییاست. در روش کارا

، عملگر [15]  ی ارزش شاپل  ن،یمنجر شود؛ بنابرا  زین  یریگمیرفتن اطلاعات تصم دست  بلکه ممکن است به از  کند،یرا منعکس نم  رندگانیگم یتصم
OWH  [16]یمنطق   ع یمنظور تجممتقاطع به   ییکارا  عیتجم  یهاعنوان روش به   [19]و قاعده مخرج    [18]انداز  چشم   ه ی ، نظر[17]  ی، استدلال شواهد 

متقاطع   ییگسترش و کاربرد کارا  نهیدر زم  یمطالعات متعدد  ن،یبر ااند. علاوه شده  یمعرف   یریگمیمختلف تصم  یهانه یمتقابل در زم  یابی ارز  جینتا
  ییروش کارا  کهی درحال  ،است  افتهیتوسعه   [20]و    [19]متقاطع توسط    ییهدف کارا  ن ییو روش تع   یامتقاطع دومرحله  ییانجام شده است. روش کارا

 .رفته است کاربه  [22] و  [21]توسط  نیوساز چو صنعت ساخت  ن یچ یآب -یلی ر یونقل چندوجه حمل  ییکارا یابی ارز یمتقاطع برا

کارا  گرچه چند  ییروش  در  توسعه   نیمتقابل  استراتژ  افتهیجنبه  اصل  یابی ارز  یاست،  بخش  همچنان  و    یمتقابل    کنندهن ییتع   میمستق   طوربه آن 
  نهیحل به راه  یکتایی   عدمکاهش مشکل    یبرا  هی برنامه ثانو   ک یمتقابل، ساخت    یابی ارز  یاستراتژ   تیمتقابل است. ماه  ییکارا  یابی ارز  بودنیمنطق 

 ها یاستراتژ نی. در واقع، استیاثبات نقابل   غالبا نهیحل به راه یکتایی عدمشده است،  شنهادیمتقابل پ یابی ارز یاستراتژ  یادی تعداد ز کهنی. با استا
راه   یموثر  طوربه   توانندمی نتا  نهیبه   یهاحلتعداد  اما  دهند،  کاهش  به   ینسب  یکتایتنها    عموما  هاآن  جیرا  به   گر،ی دعبارتاست.    ن یا  یریکارگبا 

حل هنوز هم اما ممکن است آن راه   ابند،یدست    کتای  نهیحل به راه  ک یدر احتمال به    توانندمیتنها    رندگانیگمیمتقابل، تصم  یابی ارز  یهایاستراتژ
 .است افتهی رییتغ  ینسب ییکتا یبه حل   نهیحل به راه یکتایی عدماز حل  DEA متقابل ییدر روش کارا ینظر یدیمشکل کل ن،ینباشد؛ بنابرا کتای

 حیرا توض   یمتقابل سنت  یابی ارز  یآمده توسط استراتژ دستبه  نهیحل به راه  ینسب  ییکتایو    یکتایی  عدم   ینظر  طوربه مطالعه    نیا  ده،یپد  نیاساس ا  بر
 ن یاز ا  آمدهدستبه   نهیبه   جینتا  ییکتایمتقابل را بسازد و    یابی ارز  دیجد  یتا استراتژ   شودمی  یمعرف   یوزن   دهیتی منظور مفهوم اولو  نی. به ادهدیم

 ک یعنوان  به   تواندمی  یوزن   دهیتی سپس اولو  ،ابدیی توسعه م  یوزن   دهیتی اولو  یاستراتژ  یگسترش عموم  جی تدراثبات شود. به   دیجد  یاستراتژ
برا  یاستراتژ با سا  یمکمل   ارایه   DEAمتقابل    ییکارا  دیدادن روش جدنشان  یبرا  یمثال عدد  ک ی   ،نهایت  دراستفاده شود.    هایاستراتژ   ریادغام 

مزاشودمی ا  یابی ارز  یاستراتژ   یای.  در  که  اشنهادشدهیپمقاله    نیمتقابل  استراتژ   نی ،  که   DMU  یاسه یمقا  تی مز  تواندمیتنها  نه  دیجد  یاست 
را محقق    ینسب  ییکتای  توانندمیمتقابل که فقط    یابی ارز  یسنت  یهایانعکاس دهد، بلکه مشکلات استراتژ  یخروج -یرا از نظر ورود  شدهیابی ارز

 .کندمیاثبات  ینظر طوربه را   نهیحل به  راه ییکتایو  کندمیبرطرف  زیرا ن کنند

 : شده است دهیسازمان  ری صورت زمقاله به  نیا  مختلف یهاقسمت 

  ۳در بخش  هاآن نه یحل به راه  ینسب  ییکتایو  یکتایی عدم. کند می یرا معرف یمتقابل سنت یابی ارز یو استراتژ یمتقابل سنت  یی، روش کارا2در بخش 
. در رد یگیموردبحث قرار م  ۵آن در بخش    یو گسترش عموم  کندمی  شنهادیمتقابل را پ  یابی ارز  دیجد  یاستراتژ  ک ی ،  ۴. در بخش  شودمی  لیتحل

 .شودمی  انیب  ۷در بخش  یرگیجهیو نت دهدی م ارایهرا  ی، مثال عدد۶بخش 
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 ...    ی برا   ن ی نو   ی استراتژ   ی معرف  / یزاهد خیش  یی پورحی  امیری و 

 های سنتی روش   - ۲

 رویکرد سنتی کارایی متقابل   - ۲-1

𝐷𝑀𝑈𝐽 هر واحدوجود دارد و    یاب ی ارز  یبرا n، DMUs  که  دیفرض کن = (𝑗 = 1, … , 𝑛) یدارا m و  یورود s با   بیاست که به ترت   یخروج 𝑋𝑖𝑗 =

 (𝑖 = 1, … , 𝑚) و 𝑦𝑟𝑗 = (𝑟 = 1, … , 𝑠) ی سنت، مدل [1]بر اساس مطالعه چارنز و همکاران  .شوندیداده م شینماDEA   که به مدل چارنز، کوپر و
 :شودمینشان داده  ری ز صورتبه آن  مدل خطیو  رودمیکار به  𝐷𝑀𝑈0 دواح یابی ارز یبرا  𝜃00کهمعروف است  1رودز

 هستند.  میتصم یرهایمتغ   𝑢𝑟𝑜 و  𝑣𝑖𝑜در آن که

کند   یریگمطلوب اندازه   یهاخود را با وزن  ییتا کارا  دهدی اجازه م  DMUبه هر واحد    DEA  ی، مدل سنت[3]بر اساس مطالعه سکسون و همکاران  
, 𝜃00 که دی . فرض کنشودمیگرفته  نظردر  𝐷𝑀𝑈0 واحد  یابی خودارز ییکارا عنوانبه   𝜃00درنتیجه و  𝑣𝑖𝑜, 𝑢𝑟𝑜 یی باشد. کارا (1مدل ) نه یحل به  راه  و 

   :محاسبه است قابل  ری با مدل ز  𝐷𝑀𝑈0نسبت به   𝐷𝑀𝑈𝑗همتا از  یابی ارز

𝜃0 متقابل  ییکارا  ،نیبنابرا  ؛دهندیمتقابل را م  ی ابی ارز  ل یتشک  گریکدیهمراه  همتا به   ی ابی و ارز  ی ابیخودارز
  ع یتجم  ری با مدل ز  تواند می 𝐷𝑀𝑈0 از ∗

 : شود

 استراتژی سنتی ارزیابی متقابل   - ۲-۲

و ا  یخروج-یورود   یهابا وزن   نهیحل به   راه   نیممکن است چند  (1مدل )  کهییجازآنا باشد  نتا  نیمتفاوت داشته  بر ثبات    یابی ارز  جیموضوع 
 ی سازنه یانجام به   یاستراتژ  نیشود. اساس ا  جادیمشکل ا  نیاز ا  یریجلوگ یمتقابل برا  یابی ارز  یاست تا استراتژ  از ین ،نیبنابرا  ؛بگذارد  تاثیرمتقابل  

متقابل  یابی ارز  یهایاستراتژ نی تر جی را [5]دیل و گرین توسط  شنهادشدهیپ یتهاجم یو استراتژ  رخواهانهیخ ی است. استراتژ (1مدل ) یبرا هیثانو
 است: نشان داده شده ری صورت زبه   رخواهانهیخ یهستند. استراتژ

 

 

1 Charnes, Cooper and Rhodes (CCR) 

(1 ) 

𝑚𝑎𝑥 𝜃𝑜𝑜 = ∑  

𝑠

𝑟=1

 𝑢𝑟𝑜𝑦𝑟𝑜, 

𝑠. 𝑡. 

∑ 𝑣𝑖𝑜𝑥𝑖𝑜

𝑚

𝑖=1

= 1, 

∑  

𝑠

𝑟=1

 𝑢𝑟𝑜𝑦𝑟𝑗 − ∑  

𝑚

𝑖=1

 𝑣𝑖𝑜𝑥𝑖𝑗 ≤ 0, 𝑗 = 1, … , 𝑛, 

 𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑙𝑙 𝑣𝑖𝑜 , 𝑢𝑟𝑜 ≥ 0, 

(2 ) 𝜃𝑜𝑗 =
∑  𝑠

𝑟=1  𝑢𝑟𝑜
∗ 𝑦𝑟𝑗

∑  𝑚
𝑖=1  𝑣𝑖𝑜

∗ 𝑥𝑖𝑗
,     (𝑗 = 1, … , 𝑛;  𝑗 ≠ 0). 

(3 ) 𝜃𝑜
∗ =

1

𝑛
∑  𝑛

𝑗=1  𝜃𝑜𝑗,     (𝑗 = 1, … , 𝑛;  𝑗 ≠ 𝑜). 
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𝜃0    که در آن
در تابع    یاگر حداکثرساز  ن،یبر اآمده است. علاوه   دستبه  (1مدل )است که توسط     𝐷𝑀𝑈0نه یبه   یابیخودارز  ییدهنده کارانشان ∗

 .شودمی لیتبد یتهاجم یبه استراتژ (4مدل ) ابد،ی رییتغ  یسازهدف به حداقل 

متقابل   ییکارا  یسازحداقل-یو هدف آن حداکثرساز  رد یگیدرنظر م   𝐷𝑀𝑈0رقبا -همکاران  عنوانبه را   𝐷𝑀𝑈𝑠   ریسا  یتهاجم-رخواهانهیخ  یاستراتژ
𝜃0 ه است ک  یطیدر شرا هاآن

  (1مدل ) نهیحل به راه  نیممکن به مشکل چندتا حد توانندمیمتقابل  یابی ارز یهایاستراتژ نیا ن،یبنابرا ؛نکند رییتغ  ∗
 . دیآیم دستبه  (3)و  (2) یهامدل متقابل بر اساس  ییسپس کارا ،کنند نی متقابل را تضم یابی ارز جیکنند و ثبات نتا بهغل

 نه ی حل به فرد بودن راه منحصربه   ل ی تحل   -۳

 متقابل موجود   ی اب ی ارز  ی ها ی استراتژ   ی نسب   یی کتا ی   - ۳-1

 ی هایاستراتژ   ل یدل   ن ی. به همدیآ  دستبه   یسنت  DEAاز مدل    نه یحل به راه   نیاست که ممکن است چند  نیمتقابل ا  ییدر کاربرد کارا  یاصل  مساله 
را   نهیبه   یهاحلتعداد راه  یموثر  طوربه  توانندمی  هایاستراتژ   نیمشکل را برطرف کنند. اگرچه ا   نیتا ا   اندشدهی طراحمتقابل    یابی ارز  یبرا  یمتعدد 

 . را اثبات کنند نهیحل به راه ییکتای توانندیکاهش دهند، اما اغلب نم

و   یو ورود  شدهانتخاب  DMUمثال، شش  عنوان. بهکنند یم  ن یرا تضم  نهیحل به   راه  ینسب  ییکتایمتقابل موجود تنها    یابی ارز  یهایواقع استراتژ  در
 جیو نتا  شودمی  دهاستفا  (1مدل )  نهیحل به راه   نییتع   یبرا  رخواهانه یخ   یسپس از استراتژ  ،شده استداده   نشان   1جدول  در    هاآن  یهای خروج

.  ستندی ن  F  یفرد برامنحصربه  نهیحل به ( هنوز هم تنها راه 2/0،  28۶/0،  28۶/0)  نه یبه   یهاوزن   ،حالبا این.  شوندینشان داده م  2جدول  در    یابی ارز
، 02۳8/0که )  یزمان  یعنی   ستند؛ه  یو خروج  یورود  یهانسبت وزن  شی با افزا  (4مدل )در    F  نهیبه   یهاحل راه  Bو    A  نهیبه   یهامثال، وزنعنوانبه 

 معادله  نیهمچن هاوزن نیا ابند،یی م شیبرابر افزا 8/1(، 1111/0، 02۳8/0، 00۷9/0( و )1111/0، 00۷9/0

  ی ابی ارز جیدارد و نتا رخواهانهیخ  یمتفاوت بر اساس استراتژ نهیحل به حداقل سه راه F ن،یبنابرا کنند؛یرا برآورده م F یبرا (4مدل ) ودیق یو تمام
 دارد. ینسب ییکتایآن تنها  نهیحل به  نامعتبر است و راه  جانی در ا رخواهانهیخ یاست که استراتژ یمعن ه آنب نی. ادیآیم دستبه  یمتفاوت

 

 

(4 ) 

𝑀𝑎𝑥 ∑  

𝑠

𝑟=1

 𝑢𝑟𝑜 ( ∑  

𝑛

𝑗=1,𝑗≠𝑜

 𝑦𝑟𝑗), 

 s.t. 

∑  

𝑚

𝑖=1

 𝑣𝑖𝑜 ( ∑  

𝑛

𝑗=1,𝑗≠𝑜

 𝑥𝑖𝑗) = 1, 

∑  

𝑠

𝑟=1

 𝑢𝑟𝑜𝑦𝑟𝑜 − 𝜃𝑜𝑜
∗ ∑  

𝑚

𝑖=1

 𝑣𝑖𝑜𝑥𝑖𝑜 = 0, 

∑  

𝑠

𝑟=1

 𝑢𝑟𝑜𝑦𝑟𝑗 − ∑  

𝑚

𝑖=1

 𝑣𝑖𝑜𝑥𝑖𝑗 ≤ 0,   𝑗 = 1, … , 𝑛, 

𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑙𝑙 𝑣𝑖𝑜, 𝑢𝑟𝑜 ≥ 0, 𝑟 = 1, … , 𝑠, 𝑖 = 1, … , 𝑚, 

 ∑ 𝑢𝑟𝑜 ∑ 𝑦𝑟𝑗

𝑛

𝑗=1,𝑗≠0

= 0.74

𝑠

𝑟=1

 



95 

 

 ...    ی برا   ن ی نو   ی استراتژ   ی معرف  / یزاهد خیش  یی پورحی  امیری و 

 . ی ر ی گم ی شش واحد تصم   ی و خروج   ی ورود   - 1جدول 
Table 1- Input and output of six decision-making units. 

 

 

 

 . رخواهانه ی خ  ی استراتژ   نه ی حل به   راه   - ۲جدول 

Table 2- Optimal solution of the benevolent strategy. 

 

 

 

 

متقابل را نشان    یابی ارز  سی ماتر  11تا    ۶  یهاو ستون  اشاره دارند  هایو خروج  های ورود  نهیبه   یهابه وزن  ۵تا    ۳  یهاکه ستون  دیتوجه داشته باش 
 .دهندی م شیرا نما DEAمتقابل  ییو روش کارا یسنت  DEAروش  یابی ارز جینتا 12و  2 یهاستون نیهمچن ،دهند یم

 ی نسب   یی کتا ی و    یکتایی   عدم   ی ک ی گراف   ل ی تحل   - ۳-۲

اند و شده  دهیکش  ری مثال به تصوعنوانبه  1جدول  در    DMUاست. شش    DEA  در روش   هاوزن  یریپذاز انعطاف   یناش   نهیحل به   راه  یکتایی   عدم
  2OOو    1OO  ،OA  ،OC  ،OB  یو سطح محدب متشکل از پرتوها  یمخروط مجموعه    رسم شده است.  1شکل  در    هاآن  1د یمجموعه امکان تول 

حل    کارا کند، راه  OCBو    OACه  صفح  یرا بر رو  DMUکه بتواند    یوزن   بی، هر ترک C  یبرااست.    DMUشش    دیتول   یو خط مرز  PPS  انگرینما
  x = 1را در مقطع    DMUs  یتمام  توانیسپس م  ،شودمی داده    شینما  ’Fکه با    ابدییپنج برابر کاهش م  F  تر،یشهود  حیتوض   یآن است. برا  نهیبه 

  ی خط مرز  یبر رو  F’  ینیبشینقطه پ  Cاست و    sDMUتمام    ینیبشی پ  یخط مرز  2BCAO1Oاست.    نشان داده شده  2شکل  کرد که در    سهیمقا
  ی خروج-یورود  باتیهستند و ترک   Cمجموعه محدب در    یهامماس    npتا      1pمجموعه محدب است،    ک ی  2BCAO1O  کهن یبه ا  باتوجه  است.  دیتول 

  ت ینهایتعداد ب  یدارا  Fن،یهستند؛ بنابرا  ینسبت مساو  شیپس از افزا  F  نهیبه   یهاحلراه   هاآن  نیهستند و همچن  ’Fو    C  نهیحل به   مربوطه، راه
 است.  (1مدل )بر اساس  نهیبه  یهاحل راه

مشخص انتخاب   یاستراتژ  ک یخود طبق    د یتول   یعنوان خط مرزفرد را به صفحه منحصربه  ک ی  DMUاست که    نیمتقابل ا  یابی ارز  یعملکرد استراتژ
  د یاست. فرض کن  (1مدل )بر اساس    نهیحل به   راه  تینهایتعداد ب  یدارا  Aهستند و    A  یمجموعه محدود بر رو  یهامماس   1qتا    1pمثال،    یکند. برا
DMU که توسط   یدیجدB، C ،D ،E ،F مقطع  یآن بر رو ری ( است و تصو9، 2۴، 22صورت )به  ییهایو خروج یورود یآمده، دارادستبهx 

با  ۶۷/2،1،  ۴۴/2برابر )  1 = ب  ک یانتخاب    یبرا  رخواهانهیخ  ی. از استراتژ شودمی داده    شینما  A’( است که  منظور به   1qتا    1p  نیمماس مرجع 
 . شود می  نییتع   A  یفرد برامنحصربه  یهاوزن  بیسپس ترک   ، است  A’مماس مرجع به    نی ترک ینزد  رای ز  ،شودمیانتخاب    A  ،1p’  ییحداکثرکردن کارا

 

1 Production Possibilities Set (PPS) 

𝐲𝟏 𝐲𝟏 x DMU 𝐲𝟏 𝐲𝟏 x DMU 

2.5 1 1 D 4 2 1 A 
1 2.5 1 E 2 4 1 B 
13 13 5 F 3.5 3.5 1 C 

𝛉𝟎
∗  F E D C B 𝛉𝐨𝐣

∗  

A 𝐮𝟐 𝐮𝟏 𝐯𝟏 𝛉𝟎𝟎
∗  DMU 

0.82 0.86 0.50 1.00 0.86 0.71 1.00 0.0238 0.0079 0.1111 1.00 A 
0.82 0.86 1.00 0.50 0.86 1.00 0.71 0.0079 0.0238 0.1111 1.00 B 
0.96 1.00 0.88 0.88 1.00 1.00 1.00 0.0159 0.0159 0.1111 1.00 C 
0.48 0.50 0.25 0.63 0.50 0.39 0.61 0.0278 0 0.1111 0.62 D 

0.48 0.50 0.63 0.25 0.50 0.61 0.39 0 0.0278 0.1111 0.62 E 
0.71 0.74 0.65 0.65 0.74 0.74 0.74 0.0286 0.0286 0.2 0.74 F 
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 . گیری شش واحد تصمیم  د ی مجموعه امکان تول   - 1شکل 
Figure 1- Production possibilities set of six decision-making units. 

 . x = 1  مقطع   در  د ی مجموعه امکان تول   - ۲شکل 
Figure 2- Production possibilities set at the intersection x = 1. 

است که   DMU  یو هم برا  F  یهم برا  دیمتعلق به مرز تول   OCBو    OAC  یهاصفحه   رای ز  ست،یمعتبر ن  F  یبرا   رخواهانه یخ  یاستراتژ  ،حالبا این 
در   F’  نهیحل به راه   زین  npتا    1pبه    مربوط   یخروج-یورود  یهابیمعناست که ترک   ه آنب  نیاست. ا   شدهداده  شینما  1شکل  در    گری د  DMUsتوسط  
ه  را  نیهمچنان چند  Fن،یکند؛ بنابرا  نییرا تع   یفرد مماس منحصربه  تواندی زمان نم  نیدر ا  رخواهانه یخ  یاستراتژ  گر،ی دعبارتهستند. به  2شکل  
تنها    هاآن متقابل وجود دارد و    یابی ارز  یهایاستراتژ  ریاغلب در سا  یمشکلات  ن یمشابه، چن  طوربه دارد.    رخواهانه یخ  یبر اساس استراتژ  نهیحل به 

 کنند.  نیرا تضم نهیحل به  راه ینسب ییکتای توانندمی

 ی وزن  تی متقاطع با اولو   یی کارا   د ی جد   کردیرو   - ۴

 ی وزن   ت ی قاعده اولو   - ۴-1

کند.    نییتع   DMUs  یفرد برامماس مرجع منحصربه  ک یهمواره    تواندیاست که نم   نیا  یمتقاطع سنت  یابی ارز  یاستراتژ  ینسب  ییکتای  یاساس   لیدل 
ب نسبت  واقع،  ش   میمستق   طوربه   هاوزن   نیدر  نسبت منحصربهشود میمماس مجموعه محدب منعکس    بیدر  قابل. اگر  ترک ییتع فرد  باشد،    ب ین 

متقاطع   ییکارا نهیحل به راه ییکتای ن یاساس تضم هاوزن   نیفرد بنسبت منحصربه ن ییتع  ن،یاست؛ بنابرا نییتع قابل  زین  هاوزن فرد مماس و منحصربه
 .است  افتهیهدف توسعه  نیتحقق ا یبرا  یوزن   تی و قاعده اولو  رودیبه شمار م

  ،باشد  هاوزن   ریاز سا  شتریب یابی از نظر خودارز   دیگاه وزن مرتبط با آن باباشد، آن DMUsتمام    ن یدر ب  ینسب  ت ی مز  یدارا  یخروج-یورود  ک ی  اگر
مDMU به هر DEA یسنت  کرد ی رو  رای ز کارا  دهدی اجازه  وزن  ییتا  با  را  اندازه   یهاخود  بنابرا  یریگمطلوب   یبرا  آل دهیا  DMU  مفهوم   ن،یکند؛ 

 .[23]، [18] شودمی یمعرف  DMUs یهایخروج-یورود ینسب تی مز یریگاندازه

 یداراG  دیفرض کن -1 ف یتعر 
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 ...    ی برا   ن ی نو   ی استراتژ   ی معرف  / یزاهد خیش  یی پورحی  امیری و 

 . شودمیگفته  آل دهیا DMU گاه به آنباشد، آن

. درجه شودمی دهینام هاآن تی عنوان درجه مزبه آل،دهیا  DMU یهایو خروج  یبه ورود DMU یهایو خروج ی ورود یکیدرجه نزد  -2 ف یتعر 
 . شودمی محاسبه  ری صورت زبه   یو خروج یوزن ورود  𝑦𝑟𝑗 و 𝑥𝑖𝑗 تی مز

آن  که به   عنوانبه  𝑌𝑟𝐺 و  𝑥𝑖𝐺در  و مخرج  براصورت  م  سهیمقا  لیتسه   یطور جداگانه  ا  شتریب 𝑌𝑟𝐺 ای 𝑥𝑖𝐺 . هرچه مقدار شوندیاستفاده  به    ن یباشد، 
که مز  ترک ی نزد  jDMU یبرا   آل دهیا DMU به   𝑌𝑟𝐺ای  𝑥𝑖𝐺 معناست  و  استواضح  jDMU یبرا   𝑌𝑟𝑗ای   𝑥𝑖𝑗 ینسب  تی است  قاعده    ، تر  سپس 

.شودمیساخته  ری صورت زبه  یوزن  دهیاولویت 
 

 

𝐾𝑗و  1H=و  1h= دیکن فرض  -1مرحله 
ℎ   مجموعه شامل تمام   𝑥𝑖𝑗(𝑖 = 1, . . . , 𝑚)و𝑦𝑖𝑗(𝑟 = 1, . . , 𝑠)     برایjDMU  :باشد 

𝑊𝑗که
𝐻  تی اولو  انگرینماHth  هاآنمربوطه  یو خروج یورود یهاوزن   و است،𝑣𝑖𝑗   و 𝑢𝑟𝑗  در مجموعه𝑊𝑗

𝐻  شوندیم یبندطبقه . 

𝐾𝑗.دیفرض کن -2مرحله 
ℎ+1 = 𝐾𝑗

ℎ − 𝑊𝑗
𝐻   :صورت نیا ری در غ د؛یگاه توقف کنآن اگر  

𝑊𝑗 هدر مجموع 𝑢𝑟𝑗 و  𝑣𝑖𝑗،هاآنمربوطه  یو خروج یورود یهاوزن و 
𝐻  شوندیم یبندطبقه . 

𝐾𝑗  تا دیرا تکرار کن 2مرحله  و H=H+1 و h=h+1 دیفرض کن -3مرحله 
ℎ =  شود. ∅

𝑊𝑗 به  هاآنمربوطه  یها وزنداشته باشند و   یمتفاوت یهاتیاولو توانندمی jDMU یهای و خروج  یورود  ،یوزن  ت ی اولو قاعده  به   باتوجه
𝐻𝑠  متفاوت 

  درجه با    ییهای و خروج  یورود  رای مطابقت دارد، ز  DEA  یدر روش سنت  ریپذوزن انعطاف   میتنظ  یهایژگ ی با و  یوزن   تی . قاعده اولوردیگیتعلق م
 .ابندییم یشتری ب تی بالاتر، اولو  تی مز

 ی وزن   ت ی متقابل با اولو   ی اب ی ارز   ی استراتژ   - ۴-۲  

منجر    ری امر ناگز  نیو ا  کنندیانتخاب م  رندگانیگمیتصم  یشخص  هایتیرا بر اساس اولو  DMUsمتقابل، مماس مرجع    یابی ارز  یهایاستراتژ  شتریب
متقابل    یابی ارز  یمنظور ساخت استراتژبه   یوزن   تی اولو   مشکلات،  نی اجتناب از ا  ی. براگرددیو انتخاب راهبرد دشوار م  یقو  یبه مشکلات ذهن

و  شودمی  یمعرف اساس  بر  استوار استداده  یاساس   یهایژگ ی که  به [25]،  [24]  ها  اولو .  قاعده   oDMU  یهای و خروج  یورود  ،یوزن   تی کمک 
 : شودمی ساخته  ری صورت زمتقابل به  یابی ارز  یسپس مدل خاص استراتژ  ،گردند میتقس تی اولو  Hبه  توانندمی

 𝑥𝑖𝐺 = 𝑚𝑖𝑛𝑗=1,…,𝑛,    𝑥𝑖𝑗(𝑖 = 1, . . , 𝑚). 
 𝑦𝑟𝐺 =  𝑚𝑎𝑥𝑗=1,...,𝑛,    𝑦𝑖𝑗(𝑟 = 1, . . , 𝑠). 

(5 ) 𝑥𝑖𝑗 =  
𝑥𝑖𝐺

𝑥𝑖𝑗
,   𝑦𝑖𝑗 =

𝑦𝑟𝑗

𝑥𝑟𝐺
, 

 𝑊𝑗
𝐻 = {𝑥𝑖𝑗̂, 𝑦𝑟𝑗|𝑥𝑖𝑗̂, 𝑦𝑟𝑗̂} = 𝑚𝑎𝑥

𝑋𝑖𝑗̂,𝑦
𝑟𝑗∈𝐾𝑗

ℎ

{𝑥𝑖𝑗̂, 𝑦𝑟𝑗}, 

 𝑊𝑗
𝐻+1 = {𝑥𝑖𝑗̂, 𝑦𝑟𝑗|𝑥𝑖𝑗̂, 𝑦𝑟𝑗̂} = 𝑚𝑎𝑥

𝑋𝑖𝑗̂,𝑦
𝑟𝑗∈𝐾𝑗

ℎ

{𝑥𝑖𝑗̂, 𝑦𝑟𝑗} 
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 و کاربرد   ل ی تحل   ، ی : مدلساز ت ی ر ی مد 
 (1403،  )2، شماره 1دوره 

 91-104صفحه:
 

 یی کارا  کهنیا  نیمنظور تضمبه   هاتی . همه محدودشودمیاستفاده    یوزن   تی اولو  میتنظ  یاست که برا  uو    vتر از  کوچک   اریبس  یعدد  δ  جا،نیدر ا
𝜃0   برابر با   oDMU یابیخودارز

است.   هاآن یهات ی بر اساس اولو یو خروج یورود یها. تابع هدف حداکثرکردن حداقل وزن رودیمکار بهاست،  ∗
 oDMU  یهایو خروج  یتمام ورود  انیدر م  آل دهیا  DMUبه    های و خروج  هایورود  یکیدرجه نزد   انگری متعلق به ب  uو    vاست که    لیدل   نیبه ا  نیا

 ل یبد. با استفاده از تکندمیکمک    oDMU  یاسه یمقا  یایمزا  یسازبه برجسته  شانیهات ی بر اساس اولو  هاآنحداکثرکردن حداقل    ،نیبنابرا  ؛هستند 
 شود:  لیحل تبد یبرا ری ز یخط یزی ربه برنامه  تواندمی (6مدل )، [26]چارنز و کوپر 

 .است میتصم ریمتغ  زین 𝜎ℎ که در آن

دهند، بلکه به حد امکان    نانیاطم  شدهیابی ارز  DMUs  ییبه حداکثر کارا  ،یابی خودارز  دگاهی از د  توانندمیتنها  نه   (7مدل )آمده از  دستبه   یهاوزن
 یشتری ب تی با اولو  توانندمیبالاتر  یاسه یامق  تی با مز شدهیابی ارز DMU یهای و خروج یکه ورود لیدل  نی. به اکنندی برجسته م زیخود را ن یایمزا
مشابه    یایبا مزا  sDMUمتقابل    یاب ی ارز  ییکارا  هاوزن   نیا  حال،نیثابت بماند. درع   یابی آمده از نظر خودارزدستبه   ییکه کارا  یشوند به شرط   نهیبه 

و   (2)  یهامدل  قی از طر  sDMUمتقابل    ییکارا  نه،یبه   یهاوزن  نیاساس ا  برخواهند بود.    تریمنطق   یابی ارز  جینتا  نتیجه  درو    دهندیم  شیرا افزا
 . د یآیم دستبه  (3)

 متقاطع   ی اب ی ارز   د ی جد   ی استراتژ   ی گانگ ی   ل ی وتحل ه ی تجز   - ۴-۳

  بودنیمنظور منطق . به شودمیروش محسوب    نیا  یمتقاطع است که مشکل اساس   ییکارا  کرد ی ساخت رو  یاساس   لیدل   نه،یحل به   راه  ییکتای  نیتضم
 شده است.  ارایه  دیجد یاستراتژ  نیا یبرا  نهیحل به   راه  یگانگی لیوتحله ی ، تجز(7مدل )

(6 ) 

𝑀𝑎𝑥 ( 𝑀𝑖𝑛
𝑣,𝑢∈𝑤𝑜

1 (𝑣, 𝑢) + 𝛿 𝑀𝑖𝑛
𝑣,𝑢∈𝑤𝑜

2 (𝑣, 𝑢) + ⋯ + 𝛿𝐻−1 𝑀𝑖𝑛
𝑣,𝑢∈𝑤𝑜

𝐻
(𝑣, 𝑢)), 

s.t.  

∑  

𝑚

𝑖=1

 𝑣𝑖𝑜𝑥𝑖𝑜 = 1, 

∑  

𝑠

𝑟=1

 𝑢𝑟𝑜𝑦𝑟𝑜 − 𝜃𝑑𝑜
∗ ∑  

𝑚

𝑖=1

 𝑣𝑖𝑜𝑥𝑖𝑜 = 0, 

𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑙𝑙  𝑣𝑖𝑜 , 𝑢𝑟𝑜 ≥ 0, 𝑟 = 1, … , 𝑠, 𝑖 = 1, … , 𝑚. 

(7 ) 

𝑀𝑐𝑥𝜎1 + 𝛿𝜎2 + ⋯ + 𝛿𝐻−1, 

𝑠. 𝑡. 

∑  

𝑚

𝑖=1

 𝑣𝑖𝑜𝑥𝑖𝑜 = 1, 

∑  

𝑠

𝑟=1

 𝑢𝑟𝑜𝑦𝑟𝑜 − 𝜃∞
∗ ∑  

𝑚

𝑖=1

 𝑣𝑖𝑜𝑥𝑖𝑜 = 0, 

∑  

𝑠

𝑟=1

 𝑢𝑟𝑜𝑦𝑟𝑗 − ∑  

𝑚

𝑖=1

 𝑣𝑖𝑜𝑥𝑖𝑗 ≤ 0, 𝑗 = 1, … , 𝑛, 

𝑣, 𝑢 ≥ 𝜎ℎ, 𝑣, 𝑢 ∈ 𝑤𝑜
ℎ, ℎ = 1, … , 𝐻, 

𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑙𝑙 𝑣𝑖𝑜, 𝑢𝑟𝑜 ≥ 0, 𝑟 = 1, … , 𝑠, 𝑖 = 1, … , 𝑚, 
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 ...    ی برا   ن ی نو   ی استراتژ   ی معرف  / یزاهد خیش  یی پورحی  امیری و 

,𝑣𝑖𝑜  اگر  -1  هیقض 𝑢𝑟𝑜
,𝑣𝑖𝑜 و  1 𝑢𝑟𝑜

𝑖)   یبه ازا2 = 1, … , 𝑚), (𝑟 = 1, . . , 𝑠)   هر    یباشند؛ برا   (1مدل )از    نهیحل مختلف به   دو راه𝑢𝑓𝑜    و𝑢𝐹𝑜  که 

 𝑓 ≠ 𝐹و𝑓, 𝐹 ∈ (1, … , 𝑠)    .اگر> 𝑢𝐹𝑜 
1  𝑢𝑓𝑜

> و     1 𝑢𝐹𝑜
2  𝑢𝑓𝑜

,𝑣𝑖𝑜نه یحل به   راه  نیسوم  ک ی  دیگاه باباشد، آن   2 𝑢𝑟𝑜 
𝑢𝐹𝑜وجود داشته باشد که 3

3  , 𝑢𝑓𝑜 
3  

 .باشد

,𝑣𝑖𝑜 رای ز :برهان 𝑢𝑟𝑜
1 ,𝑣𝑖𝑜 و  𝑢𝑟𝑜

2  م ی هستند و دار (1مدل )از  نهیحل مختلف به   دو راه 

 ، نیبنابرا

 جا که از آن

 
 PPS  در روش DEA است.   وستهیپ  راتییاز تغ   یتابع   د،یمماس در هر نقطه از مرز تول   بیش   ن،یمحدب است؛ بنابرا  یامجموعه   صورتبه   یسنت

𝑢𝑓𝑜 کهنیا  دلیلبه 
1 > 𝑢𝐹𝑜

1 𝑢𝑓𝑜 و 
2 < 𝑢𝐹𝑜

2  گاهآن 
𝑢𝑓𝑜

1

𝑢𝐹𝑜
1 >  و 1

𝑢𝑓𝑜
1

𝑢𝐹𝑜
1 < بنابرا 1 بود؛   دیبا  ،نیخواهد 

𝑢𝑓𝑜
2

𝑢𝐹
2 = 1

⁄ که    باشد  داشته   تواندمیوجود 

∑ 𝑢𝑟𝑜𝑦𝑟𝑜 = 𝜃00
∗𝑠

𝑟=1  .کند تامین را  

𝑣𝑖𝑜 اگر  -2  هیقض
1 , 𝑢𝑟𝑜 و 𝑣𝑖𝑜

2 , 𝑢𝑟𝑜 به ازای 𝑖 = 1, … , 𝑚, 𝑟 = 1, … , 𝑠 هر    یباشند؛ برا  (1مدل )از    نهیحل مختلف به   دو راه𝑣𝑞𝑜  و 𝑣𝑄𝑜   که (𝑞, 𝑄 ∈

(1, … , 𝑚), 𝑞 ≠ 𝑄 . اگر 𝑣𝑞𝑜
1 , 𝑣𝑄𝑜

1 𝑣𝑞𝑜 و 
2 , 𝑣𝑄𝑜

2 𝑣𝑖𝑜) حل راه  نیسوم ک ی دیگاه باباشد، آن  
3 , 𝑢𝑟𝑜) وجود داشته باشد که نهیبه 𝑣𝑞𝑜

3 = 𝑣𝑄𝑜
3  .باشد 

 .است 1 هیقضبرهان مشابه برهان   مراحل: برهان

 . . فرد دارد منحصربه  نهیحل به  راه ک ی (7مدل ) -3 هیقض

گونه که در  داشته باشد. همان   نهی به   لحراه   ک ی  دیبا  (1مدل )  ،نیبنابرا  ؛مجموعه محدب است  ک ی   یسنت DEA در روش   PPS  جا که: از آنبرهان
 م ی دارنشان داده شده است،  (1مدل )

 ، نیبنابرا

 :شوند میبه دو حالت تقس توانندمی هاوزن ، هاوزن  تی طبق قانون اولو 

 
∑ 𝑣𝑖𝑜𝑥𝑖𝑜

𝑚
𝑖=1 = 1, 

𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑙𝑙 𝑣𝑖𝑜 , 𝑢𝑟𝑜 ≥ 0. 

 𝑢𝑟𝑜 ∈ [0, 1
𝑦𝑟𝑜

⁄ ], ∑ 𝑢𝑟𝑜𝑦𝑟𝑜

𝑠

𝑟=1

= 𝜃∗
00. 

 ∑ 𝑢𝑟𝑜𝑦𝑟𝑗
𝑠
𝑟=1 − ∑ 𝑣𝑖𝑜𝑥𝑖𝑗 ≤ 0𝑚

𝑖=1 ,   (𝑗 = 1, … , 𝑛). 

 
∑ 𝑣𝑖𝑜𝑥𝑖𝑜 = 1

𝑚

𝑖=1

, ∑ 𝑢𝑟𝑜𝑦𝑟𝑜 −  𝜃00
∗ ∑ 𝑣𝑖𝑜𝑥𝑖𝑜 = 0

𝑚

𝑖=𝑖

,

.

𝑠

𝑟=1

 

𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑙𝑙 𝑣𝑖𝑜 , 𝑢𝑟𝑜 ≥ 0. 

 𝑣𝑖𝑜 ∈ [
0,1

𝑥𝑖𝑜

] , 𝑢𝑟𝑜 ∈ [
0,1

𝑦𝑟𝑜

]. 
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 و کاربرد   ل ی تحل   ، ی : مدلساز ت ی ر ی مد 
 (1403،  )2، شماره 1دوره 

 91-104صفحه:
 

𝑊𝑗هر   -1  حالت
𝐻    را   یفرد منحصربه  یهاوزن بیترک   ت،ی اولو  بیبر اساس ترت   توانندمی   میتصم  رانیحالت مد  نیعنصر باشد. در ا  ک یتنها شامل

 .خواهد بود  یابیدستفرد قابل منحصربه نهیحل به   راه ،نیانتخاب کنند؛ بنابرا نهیحل به  راه  نیچند انیاز م

𝑊𝑗  -2 حالت
𝐻 شود میحالت تقس ری به سه ز  تواندمی حالت  نیشامل عناصر متعدد باشد در ا. 

𝑊𝑗  -1  حالتر یز 
𝐻  خروج 𝑢̂𝑅𝑜  متعدد  یهای شامل   (𝑅 = 1, … , 𝑆, 𝑆 ≤ 𝑠)  کن فرض  راه   دیباشد.  به ح  دو  که    نهیل  باشد  داشته  وجود  مختلف 

𝑊𝑗در   هاآن  یهای خروج
𝐻   صورت به   𝑢̂𝑅𝑜

𝑢̂𝑅𝑜 و1
1 𝑢̂𝑓𝑜 ، اگر هر1  هیقض  شود. طبق  انیب 

1 > 𝑢̂𝐹𝑜
1 𝑢̂𝑓𝑜و 

1 < 𝑢̂𝐹𝑜 
,𝑓) ی  به ازا   1 𝐹 ∈ (1, … , 𝑠)) گاه باشد، آن

𝑢̂𝑓𝑜وجود داشته باشد که شامل  یانه یحل به   راه  دیبا
3 = 𝑢̂𝐹𝑜 

 نه یحل به   ، راه(7تابع هدف مدل )و    هاوزن   تی اولو  بیبر اساس ترت  ن،یبنابرا  ؛باشد  3
هر  دستیابیقابل  فرد منحصربه اگر  و  𝑢̂𝑓𝑜 است؛ 

1 > 𝑢̂𝐹𝑜
1 𝑢̂𝑓𝑜و 

1 < 𝑢̂𝐹𝑜 
ازای 1 ,𝑓)  به  𝐹 ∈ (1, … , 𝑠))  آن ن باشد،  به راه   توانیم  زیگاه    نه یحل 

 .آورد  دستبه  تیاولو بیبر اساس ترت  یفردمنحصربه

𝑊𝑗  -2حالت    ر یز 
𝐻  متعدد  یهایشامل ورود 𝑣̂𝐼𝑜 (𝐼 = 1, … , 𝑀, 𝑀 ≤ 𝑚)     هدف   تابع   و   هاوزن   ت ی اولو  بی، بر اساس ترت 2  هیقضباشد. طبق  

 .دیآ یم دستبه  زین فرد منحصربه نهبهی حل راه ،(7) مدل

𝑊𝑗  -3  حالت  ریز 
𝐻  ورود 𝑣̂𝐼𝑜 (𝐼متعدد   یهایشامل  = 1, … , 𝑀, 𝑀 ≤ 𝑚)   ی  های خروج  و 𝑢̂𝑅𝑜(𝑅 = 1, … , 𝑆, 𝑆 ≤ 𝑠)  .کهنیا  دلیل  بهباشد 

 ∑ 𝑣𝑖𝑜𝑥𝑖𝑜 = 1𝑚
𝑖=1و∑ 𝑢𝑟𝑜𝑦𝑟𝑜 𝑠

𝑟=1که وجود ندارد به شرط آن هایو خروج یورود  هایوزن  نی ب یتعامل چیه ،نیبنابرا ؛ 

 ؛ گرفت  نظردر   2  مرحلهو    1  مرحلهاز    یبیترک   عنوانبه   توانی را م  3مرحله    کنند،یرا برآورده م  طیشرا  نیا  نهیبه   یهاحل   تمام راه  رای ز  ،برآورده شود
 .دیآ دستبه  (7مدل )با   تواندمی زین فرد منحصربه نهیحل به  راه  ،نیبنابرا

 .فرد استمنحصربه نهیحل به راه  ک ی یدارا (7مدل ) ،یطورکلبه 

  DMUs،  اساس  نیا  و بر  دیآیم  دستبه   هاوزن   ت ی متقاطع با اولو  یابی ارز  دیجد  یفرد با استفاده از استراتژمنحصربه  نهیبه   یها، وزن 3  هیقض  طبق
 .خواهند بود دیجد یبا استراتژ DEA متقاطع ییکارا کرد ی بر اساس رو یفرد منحصربه نهیحل به   راه یدارا

 وزن   تی اولو   ی گسترش عموم  - 5

.  کندمی  ن ییتع  DMUs یهایو خروج  یورود  یاسه یمقا  ت ی به مز  را باتوجه   یفرد منحصربه  نه یحل به   وزن، راه   ت ی متقابل با اولو  یابی ارز  یاستراتژ
مشکل،    نیمنظور حل ا. بهرد یگیم  دهی را ناد  رندگانیگمیتصم  یذهن  هایتی اما اولو  دهد،ی ها را مدنظر قرار مداده  یشهود  یهایژگی و  یاستراتژ  نیا

  ی . استراتژ رودیم  کاربه متقابل    یابی ارز  یهایاستراتژ  ریمکمل در سا  یاستراتژ   ک یعنوان  مستقل بلکه به   یاستراتژ  ک یعنوان  تنها به وزن نه   تی اولو
 :شودمی  اختهس  ری صورت زو مدل خاص به  شودمیوزن استفاده  ت ی اولو یدادن گسترش عمومنشان  یبرا  رخواهانهیخ

 

 

 

 

 

 ∑  

𝑠

𝑟=1

𝑢𝑟𝑜𝑦𝑟𝑗 − ∑  

𝑚

𝑖=1

𝑣𝑖𝑜𝑥𝑖𝑗 ≤ 0(𝑗 = 1, … , 𝑛) 
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 ...    ی برا   ن ی نو   ی استراتژ   ی معرف  / یزاهد خیش  یی پورحی  امیری و 

وزن است. به   تی اولو  یو استراتژ  رخواهانهیخ  یاز استراتژ   یوزن   یبی ترک   (8مدل )  تابع هدفاست،    uو  v تر ازکوچک   اریبس  یعدد   𝜎  جا کهاز آن
  توان میرا    (8مدل )مشابه،    طوربه.  شوندیم  نهیوزن به   تی بر اساس اولو  رخواهانه،یخ  ی آمده از استراتژدستبه  نهیبه   یهااست که وزن  یمعن  نیا

 :شودمیساخته  ری ز صورتبه کرد و مدل خاص  لیتبد یخط ریزیبرنامه به    (6مدل )مانند 

 فرد است. منحصربه نهیل به ح   راه ک ی یدارا (9مدل ) -4 هیقض

 .است 3 هیقضبرهان مشابه برهان   مراحل: برهان

  ی استراتژ   یایتنها مزانه   دیمدل جد  ، درنتیجهو    شودمی افزوده    رخواهانهیخ  یمکمل به استراتژ  یاستراتژ  ک یعنوان  به   یوزن   تی ، اولو (9مدل )  در
 ی هایژگ ی ورا بر اساس  نهیحل به فرد بودن راهبلکه منحصربه ،کند میحفظ  کندمیرا منعکس  رندگانیگم یتصم یذهن هایت ی را که اولو رخواهانهیخ
 .کندمی  نیها تضمداده ینیع

  ی ها یاستراتژ  ریمکمل در سا  یاستراتژ   ک یعنوان  متقابل مستقل استفاده شود و چه به   یابی ارز  یاستراتژ  ک یعنوان  چه به   یوزن   تی اولو  یطورکلبه 
 .حل کند یادیبن  طوربه  تواندمی DEA متقابل ییکارا کرد ی در رو نهیحل به بودن راه  یو نسب یفرد متقابل، عدم منحصربه یابی ارز

(8 ) 

𝑀𝑎𝑥 ∑  

𝑠

𝑟=1

 𝑢𝑟𝑜 ∑  

𝑛

𝑗=1,𝑗≠𝑜

 𝑦𝑟𝑗 + 𝛿(𝑀𝑖𝑛𝑣,𝑢∈𝜎𝑜
1(𝑣, 𝑢) + 𝛿𝑀𝑖𝑛𝑣,𝑢∈𝜎𝑜

2(𝑣, 𝑢) + ⋯ + 𝛿𝐻−1𝑀𝑖𝑛𝑣,𝑢∈𝜎𝑜
𝐻(𝑣, 𝑢)), 

 s.t.  

∑  

𝑚

𝑖=1

 𝑣𝑖𝑜 ∑  

𝑛

𝑗=1,𝑗≠𝑜

 𝑥𝑖𝑗 = 1, 

∑  

𝑠

𝑟=1

 𝑢𝑟𝑜𝑦𝑟𝑜 − 𝜃𝑜𝑜
∗ ∑  

𝑚

𝑖=1

 𝑣𝑖𝑜𝑥𝑖𝑜 = 0, 

∑  

𝑠

𝑟=1

 𝑢𝑟𝑜𝑦𝑟𝑗 − ∑  

𝑚

𝑖=1

 𝑣𝑖𝑜𝑥𝑖𝑗 ≤ 0, 𝑗 = 1, … , 𝑛, 

𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑙𝑙 𝑣𝑖𝑜, 𝑢𝑟𝑜 ≥ 0, 𝑟 = 1, … , 𝑠, 𝑖 = 1, … , 𝑚, 

(9 ) 

𝑀𝑎𝑥 ∑  

𝑠

𝑟=1

 𝑢𝑟𝑜 ∑  

𝑛

𝑗−1,𝑗≠𝑜

 𝑦𝑖𝑗 + 𝛿𝜎1 + 𝛿2𝜎2 + ⋯ + 𝛿𝐻, 

𝑠. 𝑡. 

∑  

𝑚

𝑖=1

 𝑣𝑖𝑜 ∑  

𝑛

𝑗=1,𝑗≠𝑜

 𝑥𝑖𝑗 = 1, 

∑  

𝑠

𝑟−1

 𝑢𝑟𝑜𝑦𝑖𝑜 − 𝜃∞
∗ ∑  

𝑚

𝑖=1

 𝑣𝑖𝑜𝑥𝑖𝑏 = 0, 

∑  

𝑠

𝑟=1

 𝑢𝑟𝑜𝑦𝑖𝑗 − ∑  

𝑚

𝑖=1

 𝑣𝑖𝑏𝑥𝑖𝑗 ≤ 0, 𝑗 = 1, … , 𝑛, 

𝑣, 𝑢 ≥ 𝜎ℎ𝑗, 𝑣, 𝑢 ∈ 𝑤𝑜
ℎ, ℎ = 1, … , 𝐻, 

𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑙𝑙 𝑣𝑖𝑗 , 𝑢𝑖𝑜 ≥ 0, 𝑟 = 1, … , 𝑠, 𝑖 = 1, … , 𝑚. 
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 ی مثال عدد - ۶

  یواحدها  یهایو خروج  هایو ورود  اندشدهانتخاب  ی وزن   ت ی اولو  یمتقاطع با استراتژ  ییکارا  دیجد  کرد ی رو  شینما  ی برا  1جدول  در    DMU  شش
𝑊𝑗ت ی و اولو   شدهداده نشان   𝑦̂𝑟 و  𝑥̂𝑖  که با  تی سپس درجه مز  ،( است1,  1۳,  1۳)  صورتبه ،  اند شدهداده نشان   G که با  هاآن  آل دهیا

𝐻  و    هایورود
 .نشان داده شده است 3جدول  در  DMUs نیا یهای خروج

 .یر ی گ م یشش واحد تصم   ی برا   ها ی و خروج   ی وزن ورود   ت ی اولو   - ۳ جدول 
Table 3- Priority weight of inputs and outputs for six decision-making units. 

 

 

 

 

𝑊0یهاتی اولو  ،شودمیمشاهده    3جدول  طور که در  همان
𝑊0  کهدرحالیاست؛   𝑦2 و 𝑦1 بزرگتر از  هاآن   𝑥1 رای است، ز   𝑣1برابر با  E تا A از   1

 از  1

F  شامل 𝑢1  و𝑢2  رای است، ز𝑢1 = 𝑢2 > 𝑣1  اگر 𝛿 =  (7)و    (3)،  ( 2)  یهامدل ،  3جدول    جیگاه بر اساس نتاگرفته شود، آن  نظردر 10−10
𝜃0فردمنحصربهمتقاطع  ییاکار  بهمحاس  یبرا توانندمی

 . نشان داده شده است 4جدول در  جیواحدها استفاده شوند، و نتا نیا  ∗

 .متقابل  یی کارا   د ی بر روش جد   ی مبتن   ی اب ی ارز   ج ی نتا   - ۴ جدول 
Table 4- Evaluation results based on the new mutual efficiency method. 

 

 

 

 

 𝑢1، مثالعنوانبههستند.    یوزن   تیمطابق با قاعده اولو  یو خروج  یورود  نهی به   یهاوزن  ،شودمیمشاهده    4جدول    ۴تا    2  یهاطور که در ستونهمان

ز  گریکدیمتضاد    قایدق B و A از 𝑢2 و باش   قایدق  هاآن  𝑦2̂و   𝑦1̂  تی اولو  رای هستند،  داشته  توجه  است.   که   دیمتضاد 

𝜃𝑜
بلکه   ،ییمتقاطع در شناسا  ییکارا  دیجد  کرد ی رو  یناتوان  دلیل  به عدم تفاوت نه    نیهستند. ا   طورن یهم  زین E و D نیچنبرابر است و هم B و A از  ∗

  𝑦1ت یاهم  یبرا  یمتفاوت  هایتی اولو  رندگانیگمیتصم  کهنینشان داده شده است. مگر ا  2شکل  گونه که در  تقارن شش واحد است همان  دلیل  به

متقاطع هستند و   یابی ارز  سی شامل ماتر  10تا    ۵  یهابرقرار باشد. ستون  ییدر کارا D = E و A = B دیصورت با  نیا  ری داشته باشند، در غ𝑦2 و
𝜃𝑜 با  C  واحد  ،DMU  نی معناست که کاراتر  نیبه ا  نیمتقاطع است. ا  ییکارا  دیروش جد  جهیستون نت  نی آخر

∗ =   ن یناکاراتر E و D است و 0.96
DMUs هستند. 

  واحدها استفاده شده است  نیمتقاطع ا ییکارا یابی ارز ی برا زین  رخواهانهیخ یسنت  یاز استراتژ ،یوزن   تی اولو دیجد یاستراتژ  تی دادن مزنشان  یبرا
 آورده شده است.  5جدول در  نهیبه  یهال ح  راه نی است. ا نهیل به ح  راه نیچند یکه دارا

 

 

𝐖𝟎
𝟑 𝐖𝟎

𝟐 𝐖𝟎
𝟏 𝐲̂𝟐 𝐲̂𝟏 𝐱̂𝟏 DMU 

u1 u2 v1 0.31 0.15 1 A 
u2 u1 v1 0.15 0.31 1 B 
 u1, u2 v1 0.27 0.27 1 C 
u1 u2 v1 0.19 0.08 1 D 

u2 u1 v1 0.08 0.19 1 E 
 v1 u1, u2 1 1 0.2 F 

𝛉𝟎
∗  F E D C B 𝛉𝟎𝐣 

A 𝐮𝟐 𝐮𝟏 𝐯𝟏 DMU 

0.79 0.86 0.50 1.00 0.86 0.50 1.00 0.25 0 1 A 
0.79 0.86 1.00 0.50 0.86 1.00 0.50 0 0.25 1 B 
0.92 1.00 0.88 0.88 1.00 0.88 0.88 0.1429 0.1429 1 C 
0.46 0.50 0.25 0.63 0.50 0.25 0.62 0.25 0 1 D 

0.46 0.50 0.63 0.25 0.50 0.62 0.25 0 0.25 1 E 
0.68 0.74 0.65 0.65 0.74 0.65 0.65 0.0286 0.0286 0.2 F 
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 ...    ی برا   ن ی نو   ی استراتژ   ی معرف  / یزاهد خیش  یی پورحی  امیری و 

 . رخواهانه ی خ  ی چندگانه استراتژ   نه ی به   ی ها حل راه   - 5 جدول 
Table 5- Multiple optimal solutions of the benevolent strategy. 

 

 

 

 

𝜃0 
𝜃0  کهدرحالی  ،سازد ی م  انی را نما  یسنت  رخواهانه یخ  یآمده از استراتژ دستبه   نهیبه   جینتا  ∗

(1)∗
𝜃0تا    

(𝑁)∗
به   N هستند و   یممکن برا   ری تمام مقاد    

 .اشاره دارد  یتعداد نامتناه

𝛿 . اگر  شودمیمشخص    (66823 ,122153 ,146721 ,480 ,7135 ,435)صورت  به  آل دهیا  DMU  یهای و خروج  هایورود  ن،یبنابرا = 10−10 
 . دیآیم دستبه  ری صورت زبه   یابی ارز جینتا ،یوزن  تی اولو یبا استراتژ DEA متقابل ییباشد، سپس بر اساس روش کارا

 مرجع یهامماس  2p تا 1pشده است، داده   نشان  2شکل طور که در مماس مرجع است. همان نیچند یدارا F است که نیا دهیپد نیا یادیبن لیدل 

F    س مما  ،یوزن   تی اولو  یاستراتژ   یهستند. برا  رخواهانهیخ  یبر اساس استراتژ  نهیبه   یهاحل   راه  هاآن مربوط به    ی و خروج  یورود  باتیهستند و ترک  
 . د یآیم دستبه  نهیل به ح ، تنها راهرونیا است و ازF  فرد ، مماس مرجع منحصربه-1 بیبا ش 

𝜃00 با  بیبه ترت   رخواهانه یخ  یمتقابل با استراتژ ییو روش کارا وزن  ت ی متقابل با اولو ییکارا د ی، روش جدCCRمدل   نهیبه   جینتا ن،یبر اعلاوه 
∗  𝜃0و 

∗ 

𝜃00 و
∗  . شودمینشان داده  

𝜃𝑜𝑜با   سهیمقا  در
∗ ،𝜃0 

 𝜃𝑜𝑜یهاارزش   مثالعنوانبه دارد،    موثر  DMUs  یبرا  ی بالاتر  صیتشخ   ییتوانا  ∗
𝜃0 و  ∗

امر    نیهستند. ا  0/ ۷9و    1  بیبه ترت  A یبرا ∗
 . است CCR تر از مدلمتقابل جامع  ییاروش کار یابی ارز دگاهی است که د نیا دلیل  ه ب

𝜃0با   سهیمقا  در
𝜃0، مقدار  ∗∗

𝜃0 ر ی ، مقادمثالعنوانبهکمتر است.     ∗
𝜃0 و∗∗

 ی ابی ارز  یهایبه تفاوت استراتژ  نیهستند. ا  ۴۶/0و    ۴8/0  بیترت به   Eیبرا ∗
مربوط   استراتژشودمیمتقابل  کار  رخواهانهیخ  ی.  کردن  شرا  DMUs  ریسا  ییابه هدف حداکثر  𝜃00  که  یطیدر 

باق  ∗ متمرکز    یثابت   ، استبماند، 
  لیتما  ی دارد. مورد اول دارا  شدهی ابی ارز  DMUs  یهای و خروج  یورود  یاسه یمقا  یهات ی بر مز  یشتریب  دیک تا  یوزن   تی اولو  یاستراتژ  کهدرحالی

𝜃0است که  ذکرشایان.  پردازد یها مداده  یشهود   یهایژگ ی به و  شتری مورد دوم ب  کهدرحالیاست،    یواضح ذهن
∗∗ = 𝜃0

𝜃0رای است، ز  ∗(1)
  جهینت  ک ی  ∗∗

𝜃0 دست آمده است. در واقع هر دو به   یوزن   تی اولو  یاستراتژ   یسازنه یاست که از به   رخواهانهیخ  یمتقابل با استراتژ  ییااز کار  ژه ی و
𝜃0و ∗

 ک ی  یدارا  ∗∗
 یوزن برا  تی اولو  یتژاست که استرا  نیوزن استفاده شده است. تفاوت در ا  تی اولو  یاز استراتژ  هاآن   یبرا  رای هستند، ز  فرد منحصربه  نه یحل به   راه

 𝜃0
∗ 𝜃0  یبرا کهدرحالیمستقل است،  یاستراتژ  ک ی 

 . شودمیمحسوب  یلیتکم یاستراتژ ک ی ∗∗

 ها ی ری گ جه ی نت   - ۷

 ی برا  موثر  یو ابزار  شودمی بالا شناخته    ییشناسا  تیجامع و قابل  دگاهی با د  ینسب  ییکارا  یابی روش ارز  ک یعنوان  ، به DEAمتقابل  ییکارا  کرد ی رو
DMUs  عدمکه منجر به    یادهیدمتقاطع، پ  ییکارا  نه یوجود مطالعات فراوان در زم  . با آورد یخود فراهم م  یدیتول   یهات یفعال  ح یجهت درک صح 
ل  یمسا  ک یعنوان  به   ینسب  ییکتای  ،رایفرد هستند. اخآن معمولا نسبتا منحصربه   جیاست و نتا  نشده حل   یواقع   طوربه هنوز    شودمی   نهیحل به   راه  یکتایی

 DEA متقاطع  ییکارا  کرد ی اعتماد بودن روابل قبر    یطورجدمشکل به   نیگرفته شده است. در واقع، ا  نظردرمتقاطع    ییکارا  کرد ی مهم در رو  ینظر

  کردی در رو  نهیحل به راه   یفرد بودن نسبمنحصربه  یپژوهش ساختار نظر  نی. در اکندمی تبع آن، گسترش و کاربرد آن را محدود  و به   گذارد یم  تاثیر
با    دیجد  یاستراتژ  نیو ا  کندمی  یمتقابل معرف   یابی ارز  دیدج  یساخت استراتژ   یرا برا  هاوزن   تی و قانون اولو  دیآشکار گرد  DEA متقابل  ییکارا

 ی استراتژ   یبرا  نهیحل به   فرد بودن راهمنحصربه  نیحاصل کند. همچن  یتریشهود  جهینت  تواندمی  ها،یو خروج  یورود  ینسب  یهاتی بازتاب مز

𝛉𝟎
(𝐍)∗ … 𝛉𝟎

(𝟐)∗ 𝛉𝐨
∗ , 𝛉𝟎

(𝟏)∗ DMU 
0.80 … 0.85 0.82 A 
0.85 … 0.80 0.82 B 
0.96 … 0.96 0.96 C 
0.46 … 0.50 0.48 D 

0.50 … 0.46 0.48 E 
0.71 … 0.71 0.71 F 
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