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Abstract 

Purpose:  This study aims to develop the link between Data Envelopment Analysis (DEA) and Game Theory and to present 
a general model for two-player zero-sum games under convex cone constraints in the case of interval data. 

Methodology:  In this study, a model for two-player linear zero-sum games in finite space is developed, whose constraints 
are considered compact convex cones. Then, assuming that the data are interval, it is shown that solving the model is 
equivalent to solving a convex programming problem in the framework of Game Theory. For a more detailed analysis, 
weighted constraints are used, and the approach to solving the model is explained with a numerical example. 

Findings: The results obtained show that by applying conical constraints and interval data, the DEA model can be rewritten 
in the form of a linear game. This correspondence facilitates the solution of the problem and the interpretation of its results 
from the perspective of Game Theory. 

Originality/Value: The main innovation of the paper is the presentation of a combined and conceptual model through 
which the connection between DEA and Game Theory is established in the presence of interval data and convex constraints. 
This model allows for a more accurate analysis of multi-criteria decision-making problems and has the potential to be 
developed in different areas of operations research.  

Keywords: Data envelopment analysis, Game Theory, Compact convex cone, Linear programming of interval data, 

Weight constraints. 
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   مقدمه   - 1

خاطر رشد رقابت  ن بهید ایشا ل شده است.یات تبدیدر عملق یتحق  نهیها در زم ن شاخهی ترتین و پرفعالی از پربارتر یكیبه  DEAر یدر چند سال اخ
  [2] بنكر ها توسطیه بازی و نظر DEAن ین بار رابطه بیاول .[1]  دا كردهی پ یشتریت بیو رقابت نسبت به قبل اهم ییل كارایتحل باشد. یدر بازار جهان

  ی تناظرقو   ه دادند.یارتباط داشت اراDEAگر ی د  یهاكه با مدل   یمدل باز  ک ی  ]3[، هائو و همكاران  یو چندخروج  یحالت چند ورود  یبرا  ان شد.یب
ن یدر ا  یلات متعددامق   [4]ن بار جهانشاهلو و همكاران  یاول  یشد. در كشور ما برا  یو نظام  یاقتصاد  یهان مقوله باعث بهبود رفتار سازمانین ایب

 ه دادند. ینه ارایزم

 

1 Data Envelopment Analysis (DEA) 
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   پژوهشی   نوع مقاله: 

 ی ا بازه   ی ها داده   ی ود مخروط محدب برا ی ها با ق ی ه باز ی نظر   و   DEA   ی مدل كل 

 2ی مان قاسم ی ،پ 1ی گرام   جواد 
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 کیده چ

های دو نفره با مجموع ه یک مدل كلی برای بازی یها، به اراو نظریه بازی 1هااین پژوهش با هدف گسترش پیوند میان تحلیل پوششی داده   :هدف 
 . پردازد ای میهای بازه صفر تحت قیود مخروط محدب در شرایط داده 

برای بازی   :شناسی پژوهشروش  این مطالعه، مدلی  قیود آن  در  داده شده است كه  متناهی توسعه  با مجموع صفر در فضای  نفره  های خطی دو 
له  اشود كه حل مدل معادل حل یک مسها، نشان داده میای بودن دادهشود. سپس با فرض بازه صورت مخروط محدب فشرده در نظر گرفته میبه

های وزنی استفاده شده و رویكرد حل مدل با یک مثال تر، از محدودیت ها است. برای تحلیل دقیقریزی محدب در چارچوب نظریه بازیبرنامه 
 . عددی تشریح شده است 

را در قالب یک بازی خطی بازنویسی   DEAتوان مدل  ای، میهای بازه دهد كه با اعمال قیود مخروطی و داده آمده نشان می دست نتایج به  :ها یافته
 . شود ها میله و تفسیر نتایج آن از منظر تئوری بازیاكرد. این تناظر باعث تسهیل در حل مس

ها در حضور و نظریه بازی   DEAه مدلی تركیبی و مفهومی است كه از طریق آن ارتباط میان  ینوآوری اصلی مقاله، ارا  :اصالت/ارزش افزوده علمی 
آورد و قابلیت توسعه  گیری چندمعیاره را فراهم میل تصمیمیتری از مساگردد. این مدل امكان تحلیل دقیقای و قیود محدب برقرار میهای بازه داده 

 .های مختلف تحقیق در عملیات را دارد در حوزه 

 . یوزن ی ها، محدودیتیابازه  یها داده یخطیریزها مخروط فشرده محدب، برنامه یها، نظریه بازداده یتحلیل پوشش :ها کلیدواژه 
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 دونفره با مجموع صفر  یه داده و رابطه آن را با بازیارا  DEAمدل    ک یم داشت و سپس در بخش سوم  یها خواهیه باز ی بر نظر  ین مقاله ابتدا مروریدر ا
 م. یدهی ه میارا یم و مثال عددیكنیم یبررس ، باشند یابازه صورتبه ها  كه داده یله فوق را در حالتاان كرده، در انتها مسیود مخروط محدب  ب ی با ق

 ها  ی باز  ه ینظر  - 2

م  یدانیطور كه مهمان  .[6]،  [5]  میكنیم  یمختلط بررس   یاستراتژ   یود مخروط محدب بسته را برایدونفره با مجموع صفر با ق  ین مقاله بازیدر ا
، IIكن ی و باز   یاستراتژ   m  ی، داراIكن ی د بازید. فرض كنیآیدست مبه   یخط  یزی رله برنامه ااز حل دو مس  یاین بازیچن  ینه برایبه   یاستراتژ

استراتژ  یطوربه  باشد.  یاستراتژ nیدارا مجموعه  بهآن  یكه  صورتها  1S 1 , ,m=   و 2S 1 , ,n= پرداخت توابع  صورت  به   1و 
( ) ( )1 ij 2 ij

1 1

2 2

f i , j a , f i , j a

i S i S

j S j S

= = −

 

 

)باشد.      )ij m n
A a


ماتر= م  سی را  نظر  در  استراتژ ی ریگیپرداخت  مجموعه  و  را    یم  نظر  ی ز  صورتبه مختلط  ر 

 : می ریگیم

 

كه   یطوربه  m mV E p p R+ + =    و n nK E q q R+ + =   محدب بسته هستند  یهامخروط
n m.e ( 1 , ,1 ) R ,e ( 1 , ,1 ) R , IntK φ , IntV φ=  =    

)دو نفره با مجموع صفر با   ین مقاله بازیدر ا )G A ,V ,K م. ی ر را داری ز یا یف و قضای م.  تعاریدهی نشان م 

2فرض   -1 ف یتعر  1
ˆ ˆˆ ˆq S , p S  2هر  یاگر برا و 1

ˆ ˆq S , p S . 

 

)گاهآن )ˆ ˆp ,qی باز ینه برایبه  یاستراتژ( )G A ,V ,K و( )ˆ ˆ ˆV p ,q= مقدار( )G A ,V ,K      .خواهد بود 

Kیقطب یهامخروط  -2 ف یتعر   ,V  م. یكنیف می ر تعری صورت زرا به 

)صورت زیر تعریف كنیم و  های پرایمال و دوآل را به اگر مساله  -1  قضیه )ˆ ˆq,α  و( )ˆp̂ ,β  گاه  های پرایمال و دوآل زیر باشند آنهای بهینه مساله جواب
( )ˆ ˆq,α استراتژی بهینه از( )G A,V ,K   با  مقدارˆˆ ˆv α β=  خواهد بود.  =

 

 

 

1 Pay-off 

 ( )  ( ) T T
1 1 m 2 1 n
ˆ ˆS p p , , p e p 1 , p V ,S q q , ,q e q 1 ,q K .= = =  = = =  

 ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆE p ,q E p ,q E p ,q .  

    T TV* x p x 0 ,  for all p V , K* z q z 0 ,for all q K .=   =   

 
T

α̂ Min α ,

s.t .

           Aq αe V*,

e q 1,

q K.

=

− 

=


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 یف دو نفره با مجموع صفرتعر   یورابطه آن با باز   DEA  كلیمدل - 3  

)دیفرض كن  -3  ف یتعر  )1 nX x , ,x=  س  ی ماتر  ک یm n    وjx 0

     وj 1 ,2 ,...,n=  و   باشد  هایورود  بردار( )1 nY y ,...y=    س ی ماتر  ک یكه

s n  وjj 1 , ,n , y 0


=  ها باشد و ی بردار خروجs m.IntU φ , IntV φ ,U R ,V R+ +    

 م. یكنیم (1مدل )صورت را به  DEA یاكنون مدل كل

 صورت زیر است.له فوق به اكه دوآل مس  

 

 

 :[7] میر را داری ز یهاكه حالت 

1δ  یوقت .1 )های مساله ,=0 ) ( )D , Pمدل CCR دهند. یه م یرا ارا یود  مخروطیباساختار ق 
2 یوقت .2 1δ 0 , δ 1=  دهند.  یه م یرا ارا یود مخروطیبا ساختار ق ،BCC مدل (P) ,(D) هایمساله ،=
3ی وقت .3 1 2δ 0 δ δ 1= = )هایمساله = ) ( )D , Pمدل CCR-(FG)BCC دهند. یه م یرا ارا یود مخروطیساختار ق با 
1 یوقت .4 2 3,δ δ δ 1= = )های مساله = ) ( )D , P مدل  CCR-)BCCST(دهندیه م یرا ارا یبا ساختارمخروط. 
sاگر  .5 mU R ,V R+ += )و BCCو  CCR یهابالا مدل  یهامدل = )FG BCC CCR−و( )ST CCR BCC− دهند. یرا نشان م  یمعمول 

 م: یكنیف می تعر ریز صورتبه   را T مجموعه -4 ف یتعر 

 

 ( )
TT T

T

β̂ Max β ,

s.t .

            p A βe K*,

    e p 1,

 p V .

=

− + 

=



 

(1 ) 

ℎ̂0 =  𝑀𝑎𝑥 𝜇𝑇𝑦0 − 𝛿1𝜇0, 

(𝑃) 𝑠. 𝑡. 

𝑤𝑇𝑋 − 𝜇𝑡𝑌 + 𝛿1𝑒𝑇𝜇0 ≥ 0, 𝑗 = 1, … , 𝑛, 

𝑤𝑇𝑥0 = 1, 

𝑤 ∈ 𝑉, 𝜇 ∈ 𝑈,  𝛿1𝛿2(−1)𝑠3𝜇0 ≥ 0, 

(2 ) 

𝑀𝑖𝑛 𝜃, 

(𝐷)  𝑠. 𝑡. 

𝑋𝜆 − 𝜃𝑥0 ∈ 𝑉∗, 

𝑌𝜆 + 𝑦0 ∈ 𝑈∗, 

𝛿1(𝑒𝑇𝜆 + 𝛿2(−1)𝛿3𝜆𝑛+1) = 𝛿1, 

𝜆 ≥ 0,  𝜆𝑛+1 ≥ 0,  𝜃 ∈ 𝑅1, 

 ( ) ( ) ( ) 3

S
t T δ

0 s 1 s r 1 2 0
r 1

T t t ,...,t t ,...,t U , t 1 ,δ δ 1 t 0 ,
=

= =  = −  
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 كه   یبه طور

 

))س پرداختیدو نفره با مجموع صفر با ماتر یو باز )t
ij m n

a


 off-(pay  م.  یدهیر نشان می ز صورتبه 

 

 م:ی ریگ یر را در نظر می ز هایمسالهاكنون 

 

 .[3]است  (1) لهامسمعادل tDله امس -2 هیقض

) ینه برایبه  یاستراتژ -3 هیقض )T n
1 2 0G ( I , II ,S ,S ,A ,V j ,R )+

 ) هایمساله از حل   = ) ( )t tD , P  [3]د یآیدست مبه . 

 

t
o

io
ij t

j

ij

y
x

a .
y

x

=
 

 
j

s
t

r rj 1 0
r 1

y t y δ t , j 1 , ,n , i 1 , ,m.
=

= − = = 

 ( ) ( ) 

T
T m1 m

0 1. m
1o mo

p p
V j P p , , p , , V R .

x x +

 
= =   

 
 

 ( )  ( ) ( ) 
T TT T

2 1 n 1 1 m 0
ˆ ˆS q , ,q e q 0 ,S p p , , p e p 1 , p V j .=  = = =  

  ( ) T n
1 2 0G I , II ,S ,S ,A ,V j ,R .+

 = 

 

𝑀𝑖𝑛 𝛼𝑡 = 𝛼̂𝑡, 

(𝑃𝑡)     𝑠. 𝑡. 

𝐴𝑡𝑞 − 𝛼𝑡𝑒 ∈ 𝑉(𝑗0), 

𝑒̃𝑇𝑞 = 1, 

𝑞 ∈ 𝑅+
𝑛 . 

 

𝑀𝑎𝑥 𝛽𝑡 = 𝛽̂𝑡, 

(𝐷𝑡)     𝑠. 𝑡. 

−𝑃𝑇𝐴𝑡 + 𝛽𝑡𝑒̃𝑇 ≤ 0, 

𝑒𝑇𝑃 = 1, 

𝑃 ∈ 𝑉(𝑗0). 
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4 -  DEA-GT  ی ابازه   ی های و خروج   ی با ورود 

م یدهی ط قرار مین شرای ر واحدها را در بدتریسا  ط واحدها وین شرای را در بهتر  یابیواحد تحت ارز  ییكارا  ی،جهت محاسبه كران بالا  DEAدر  م یدانیم
  ی پس اگر مدل كل   .[8]  میدهیط قرار مین شرای ر واحدها را در بهتریط و ساین شرای را در بدتر  یابی واحد تحت ارز  یین كاراییمحاسبه كران پا  یو برا

DEA م. ی ریباشند در نظر بگ یابازه صورتبه ها  كه داده یرا در صورت 

 

 ر است. ی صورت زرا به  یین كاراییپس كران بالا و پا

Lد یفرض كن -4هیقض U
ij ij ijx [ x ,x ]وL U

rj rj rjy [ y , y ] گاه  آن* L Uθ [ θ ,θ ] . 

كن  اثبات: Lم یفرض  U
rj ij ijx [ x ,x ]  وL U

rj rj rjy [ y , y ]  گاه  آن( )U L
ij ij ij ij ijx β x 1 , β x= + ij0كه    − β 1  و( )U L

rj rj rj rj rjy β y 1 β y = + ه ك −
rj0 β 1  كهr 1 ,...s ,i 1 ,...,m=  .[3] می ر فوق را در مدل قرار دهی اگر مقاد =

 

 

(3 ) 

𝜃∗ = 𝑀𝑎𝑥 𝜇𝑇[𝑦0
𝐿, 𝑦0

𝑈] − 𝛿1𝜇0, 

𝑠. 𝑡. 

𝑤𝑇[𝑥𝑗
𝐿 , 𝑥𝑗

𝑈] − 𝜇𝑇[𝑦𝑗
𝑙 , 𝑦𝑗

𝑈] + 𝛿1𝑒̃𝑇𝜇0 ≥ 0, 

𝑤𝑇[𝑥0
𝐿 , 𝑥0

𝑈] = 1, 

𝑤 ∈ 𝑉, 𝜇 ∈ 𝑈, 𝛿1𝛿2(−1)𝛿3𝜇0 ≥ 0, 𝛿1, 𝛿2, 𝛿3 ∈ {0, 1},  𝑗 = 1, … , 𝑛. 

 

𝜃𝐿 = 𝑀𝑎𝑥  𝜇𝑇𝑦0
𝐿 − 𝛿1𝜇0 = ℎ̂0, 

𝑠. 𝑡. 

𝜇𝑇𝑦𝑗
𝑢 − 𝑤𝑇𝑥𝑗

𝐿 + 𝛿1𝜇0 ≤ 0,  𝑗 = 1, … , ℎ,  𝑗 ≠ 0, 

𝜇𝑇𝑦0
𝐿 − 𝑤𝑇𝑥𝑜

𝑢 + 𝛿1𝜇0 ≤ 0, 

𝑤𝑇𝑥0
𝑢 = 1, 

𝑤 ∈ 𝑉, 𝜇 ∈ 𝑈, 𝛿1𝛿2(−1)𝛿3𝜇0 ≥ 0, 𝛿1, 𝛿2, 𝛿3 ∈ {0, 1}. 

 

𝜃𝑈 = 𝑀𝑎𝑥 𝜇𝑇𝑦0
𝑢 − 𝛿1𝜇0, 

𝑠. 𝑡. 

𝛿1𝜇0 + 𝜇𝑇𝑦𝑗
𝐿 − 𝑤𝑇𝑥𝑗

𝑢 ≤ 0,  𝑗 ≠ 0, 

𝛿1𝜇0 + 𝜇𝑇𝑦0
𝑢 − 𝑤𝑇𝑥0

𝑙 ≤ 0,  𝑗 = 0, 

 𝑤𝑇𝑥0
𝑙 = 1, 

𝑤 ∈ 𝑉, 𝜇 ∈ 𝑈, 𝛿1𝛿2(−1)𝛿3𝜇0 ≥ 0,   𝑗 = 1, . . . , 𝑛. 
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iل عوامل یمدل فوق به دل  ijw β   وr rjμ β  می كنیل میتبد یر آن  را به فرم خطی ز یرهایر متغ ییبا تغ  ،نیبنابرا .دارد  یر خطی هنوز فرم غ. 

تغ  متغ ییاگر  كن  یرهایر  اعمال  را  ازیفوق  كه  آن  م.  م  هایمساله جا  )  است  یسازمم ینیفوق  )u l
ro ro rop 0 , y y 0−  −       پس

( )( )
s

u l
ro ro ro

r 1

p y y 0
=

− −   رد كه  یگی م  ی مم مقدار خود را زمانینیمro rp u=    تر باشد جواب  بزرگ   یه شدنیهرچه ناح  یسازمم ینیم  هایمساله و در
 .مید داشته باش ین جواب بای حصول بهتر یبرا ،نیشود. بنابرای ن بدتر نمیبه 

iكه   یطوربه  1 , ,m , j 0 , j 1 , ,n , r 1 , ,s=  = = . 

دادن مقاد قرار  فوق در  ی با  با مس  (4)  مدل ر  متناظر  دار  Uθله  امدل  می را  كه  ای و م  نتید  كهین  اoDMUجه است  و  ین شرای تر آل دهیدر  دارد  قرار  ط 
 م. یكنین م ییر تع ی ز صورتبه پارامترها را   ن جواب،ی ترنامطلوب  یبررس   یط قرار دارند و براین شرای در بدتر  DMUsریسا

jكه 1 , ,n=وj 0له امدل متناظر با مس  (3)  مدلر فوق در  ی ار مقادیكه با اختLθ جه است كه  ین نتید ای وكه م  دیآیدست مبهoDMU  ن ی ترددر ب
دو بازه باشند و    و  [c,d]و    [a,b]  دیفرض كن  .میكنیقرارداد م  ری ز  صورتبهرا    یف ی ط قرار دارند. اكنون تعارین شرا ی در بهتر    DMUsریط و سایشرا
 م. ی ر داری ز صورتبه را  یاات بازه یعمل

1. + = + +.[a,b] [c,d] [a c,b d] 
2.    . a,b c,d [a d,b c]− = − − 
3.    . a,b c,d [a d,b c] =   
4.    . a,b c,d [a d,b c] =   

نه مدل بازی یبه   ی استراتژ  و  است  DEA  یكه معادل مدل كل  م.یكنیف می ر تعری ز  صورتبه را    یاعداد مثبت هستند. اكنون مدل باز  d,c,b,a  كه
( )( )t n

1 2 oG I , II ,S ,S , Α ,V j ,R+  دیآیدست مر بهی ز هایمساله ازحل . 
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 .هستند  یخط یزی ربرنامه  هایمساله ل به یتبدقابل ) 6 (و (5) هایمساله -5 هیقض

تعر  به  توجه  با  قطبی اثبات:  )ا مسدر    ،یمنف  یف مخروط  ق  (5له  اولیفقط  )  یعن ی  د  )
n
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 كه

 كه  یبه طور

 ریزی خطی است. له برنامهامس ک ی (6له )امسدهد كه نشان می

 گیریم.ر مینظای دارند بهترین و بدترین شرایط را در های بازه كه داده  (6) و (5) هایمسالهكه برای حل 

  

*   می دار * *
1 2α α ,α   مخروط  (6) هالمسحل  یو براV  صورتبه را tV M α=  كهα 0 م: ی ریگی در نظر م 
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*م  یو دار * *
1 2β β , β  .  

نامعادله   یم كه برایت استفاده كرد ین واقع یفوق از ا هایمساله در حل  
n

l u l u
j j

j 1

[ a ,a ] [ b ,b ]
=

 

نامعادلات 
n n

l u u l
j j j j

j 1 j 1

a x b , a x b
= =

   باشند. ی ن مقدار بازه نامعادله می ترک ن وكوچ ی ترب بزرگ یترت به 

 را در نظر بگیرید.  یخروج ک و ی  یگیرنده با دو ورودتصمیم واحد سه  -1 مثال

 . جی خرو   یک و   ی رنده با دو ورودی گ میم سه واحد تص   - 1جدول 

Table 1- Three decision-making units with two inputs and one output. 

 

 

 

 
  س ی ماترم. پس از محاسبه عناصر ی ب را داردود مخروط محیبا ق CCRمدل ن انتخاب یم كه با ایكنیار میرا برابر با صفر اخت 1δحل مدل فوق   یبرا

 .می پرداخت دار

1م  یفرض كنكه اگر  2
M

1 3
 

=  
 

 د:  یآیدست مه ر بی ج زینتا، (6) و (5) هایمسالهدر ج فوق یباشد با قراردادن نتا
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 . شود یتر مک یج به هم نزد یصدق كند نتا یخوبه به الط مسیكه در شرا یكه با انتخاب مخروط 

   گیری نتیجه   - 5

 م. یصرفه هستمقرون به  یهاها و روش دنبال راه ات همواره به یق در عملیدر علم تحق  

وجود    DEAها وی ه بازی ان نظریكه م یارابطهبه باشند. با توجه  یگر نامناسب می د یبعض  یمناسب و برا ،هامساله یبعض ی كه برا ییهاها و روش راه
ها  یه بازی نظر  هایمساله   یبرا  DEAمواقع از    یموجود در بعض  یهاباتوجه به داده  برخوردار است.  ی ت خاصیمناسب از اهم  یهاانتخاب راه   ،دارد 

چون    گرفت.  ک ها كمی ه بازی توان از نظریم  DEA  هایمساله حل    یبرا  باشند.  یاما بازه   یهای ها و خروجیورود   یگرفت. وقت  ک برعكس، كم  و
برخوردار است    DEA  یهانسبت به مدل  یرها كمتریود و متغ یشده در بالا از تعداد قان یب  هایمسالهوتر آسان است و  یكامپ  ک به كم  یاات بازه یعمل

 .  [9] تر كرد ک یج را به هم نزد یتوان نتایو با انتخاب مخروط مناسب م
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